Chapitre 14 



Espaces vectoriels 

Objectifs 

- Rappeler la definition d’espace vectoriel et les exemples de reference. 

- Definir la notion d’application lineaire, le vocabulaire lie a cette notion et les proprietes. 

- Definir la notion de sous-espace vectoriel, la notion d’equation lineaire, la notion de sous-espace engendre par 
une famille de vecteurs. 

- Definir et etudier la somme de deux sous-espaces vectoriels. 

- Etudier deux exemples d’endomorphismes particulierement importants : les projections et les symetries. 
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Dans ce chapitre, IK designe un sous-corps de C. 

I) Rappels 

1) definition 

Soit E un ensemble non vide, on dit que E est un K - espace vectoriel (ou IK-e.v.) lorsque E possede 
une addition et un produit par les scalaires (loi de composition externe, notee « . », c’est une application : 

IK x E — • E 

), avec les proprietes suivantes : 

(A,x) —► A.x 

- (E, +) est un groupe abelien (1’ element neutre est note Oe ou Oe et appele vecteur nul de E) . 

- La loi . (ou produit par les scalaires) doit verifier :VA, peK,Vx,yeE: 

- 1.x = x 
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- A.(x + y) = A.x + A.y 

- (A+ p).x = A.x-t- p.x 

- A. (p.x) = (Ap).x 

Si ces proprietes sont verifiees, on dit que (E, +,.) est un IK - e.v., les elements de IK sont appeles les 
scalaires et les elements de E sont appeles vecteurs (parfois notes avec une fleche) . 

2) Exemples de reference 

- Un corps IK est un IK-e.v.. 

- 0? est un Q-e.v., € est un Q-e.v., € est un IR-e.v. Plus generalement si IK est corps inclus dans un autre 
corps L, alors L est un IK-e.v.. 

- L’ensemble IK' 1 muni des operations suivantes : 

(xi , . . . , x„) + (yi , . . . , y„) = (xi + yi , . . . , x n + y n ) et A. (xi , . . . , x„) = (Axi , . . . , Ax„) , 
est un IK-e.v., le vecteur nul est le n-uplet : (0, , 0). 

- Si I est un ensemble non vide, alors 1’ ensemble des applications de I vers IK : ^(I,IK), pour les opera- 
tions usuelles (addition de deux fonctions et produit par un scalaire) est un IK-e.v., le vecteur nul etant 
l’application nulle. En particulier i c € n i\,K),+,.) sont des IK-e.v., ainsi que l’espace des suites a valeurs 
dans IK. 

Plus generalement, si E est un IK-e.v., l’ensemble des applications de I vers E : ^(I,E), pour les opera- 
tions usuelles sur les fonctions, est un IK-e.v.. 

- Espace produit : Soient E et F deux IK-e.v., on definit sur E x F l’addition : (x, y) + (x', y') = (x+x'.y+y'), 
et un produit par les scalaires : A.(x,y) = (A.x, A.y). On peut verifier alors que (E x F, +, .) est un IK-e.v., 
le vecteur nul etant (Oe, Of). 

3) Regies de calculs 

Soit E un IK-e.v. : 

- V 3T e E, 0.x* = 0 , et V A e IK, A. 0 = 0 . 

- V 3T g E, V A g IK, -(A. x* ) = (-A).x" ^A.(-x'). 

- VjTgE.VAgK, A .lc = 0 => A = 0 ou x* = 0 . 

II) Applications lineaires 

1) Definition 



Definition 14.1 (application lineaire ou morphisme de IK-espaces vectoriels) 

Soient E et F deux IK-e.v. et soit / : E — F une application, on dit que f est une application lineaire 
lorsque : 

V x,y g E, V A g IK,/(x + y) = /(x) + /(y) et/( A.x) = A .fix). 

Si de plus, f est bijective, alors on dit que f est un isomorphisme (d’espaces vectoriels). L’ensemble 
des applications lineaires de E vers F est note 5£ (E, F) . 

Remarques : 

- Une application lineaire est en particulier un morphisme de groupes additifs, done si / g f£(E, F) 
alors : /(Oe) = Op et V x g E,/(-x) = - fix). De plus on peut parler du noyau de / : ker(/) = {x g 
E / fix ) = Op}, et / est injective ssi ker(/) = {Oe}. 

- L’application nulle (no tee 0) de E vers F est lineaire. 

- L’application identite de E : ids : E — E definie par MeM = x, est lineaire bijective (et (Me ) -1 = ids). 

- Soit A g IK*, l’homothetie de rapport A : h\ : E — E, definie par h\ix) = A.x, est lineaire et bijective. Sa 
reciproque est l’homothetie de rapport 1/A. 
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3 ^D£finition 14.2 (vocabulaire) 

- Une application lineaire de E vers E est appelee un endomorphisme de E. L’ensemble des endo- 
morphismesde E est note f£ (E) (on a done ££( E) = iz?(E,E)). 

- Un isomorphisme de E vers E est appele un automorphisme de E. L’ensemble des automorphismes 
de E est note GL(E) et appele groupe lineaire de E. 

- Une application lineaire de E vers IK est appelee une forme lineaire sur E. L’ensemble des formes 
lineaires surE est note E* et appele dual deE (on a done E* =££{E,K)). 



2) Proprieties 

- La composee de deux applications lineaires est lineaire. On en deduit que GL(E) est stable pour la loi 

O. 

-Si / £ i*?(E,F) est un isomorphisme, alors / -1 e f£ (F, E) . On en deduit que GL(E) est stable par syme- 
trisation, i.e. si / e GL(E), alors f~ l e GL(E). 

- (GL(E),o) est un groupe (non abelien en general), e’est en fait un sous-groupe du groupe des permu- 
tations de E : (Se,°). 

- / e 5£ (E,F) est injective ssi ker (/) = {Or}. 

- Si f,g e J£(E,F) et si A e IK, alors / + ge i>?(E,F) et A./ e i 2 ?(E,F). On en deduit que (f£ (E,F),+,.) est 
un K-e.v. (inclus dans ^(E,F)). 

- (££(E), +, o) est un anneau, la loi o jouant le role d’une multiplication. 

Remarques : 

- En general, l’anneau 5£ (E) n’est pas commutatif. Le groupe des inversibles de cet anneau est GL(E). 

- La loi o jouant le role d’une multiplication, on adopte les notations usuelles des anneaux pour les 

puissances, de plus si u, v e f£(E) commutent (i.e. u° v = v°u), alors on peut utiliser le binome de 

n 

Newton : ( u+u) n = E cf, u k ov n ~ k . 
k= 0 

- Jz?(E) n’est pas un anneau integre. 

Ill) Sous-espaces vectoriels 

1) definition 



^Definition 14.3 

Soit E un K-e.v. et soit H un ensemble, on dit que H est un sous-espace vectoriel de E (ou s.e.v de E) 
lorsque : 

- HcE,H^0. 

- V x, y e H, x + y e H (H est stable pour 1’ addition). 

- VxeH,VAe IK.A.xe H (H est stable pour la loi .). 

Si e’est le cas, alors il est facile de verifier que (H, +, .) est lui-meme unK-e.v. 



r~ \ \ 

"(^theoreme 14.1 (noyau et image d’une application lineaire) 

$ Sifef£( E,F) alors ker(/) est un s.e.v deE etlm(/) est un s.e.v deF. 

v 1 / 



Remarque : Soit / e «S?(E,F) alors / est un isomorphisme ssi ker(/) = {Or} et Im(/) = F. 
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r~ y \ 

■^"THEOREME 14.2 (image d’un s.e.v par une application lineaire) 

| Soit H un s.e.v de E et f e f£{E, F), alors f < H > (ensemble des images par f des elements de H ) est 
, I un s.e.v deF. 

\ 

)-theoreme 14.3 (image reciproque d’un s.e.v par une application lineaire) 

Soit H un s.e.v de F etsoitf ef£( E,F) alors f~ 1 < El > (ensemble des antecedents des elements de H 
par f) est un s.e.v de E. 





Definition 14.4 (hyperplan) 

Soit H un s.e.v de E, on ditque H est un hyperplan de E lorsqu’il existe une forme lineaire c[) sur E, non 
identiquement nulle, telle que H = ker(cf>) . 



2) Equations lineaires 



^Definition 14.5 

I Une equation lineaire est une equation du type : u(x) = b avec u e J£(E, E),b e E et x e E (inconnue). 
L’equation u(x) = Op est appelee equation homogene associee. 



^ theoreme 14.5 (structure des solutions d’une equation lineaire) 

Soit u £ , ( £{E, F) et soit be F, l’equation lineaire u(x) = b avec x e E a des solutions ssi b e I m ( u) . Si 
c’estle cas, et si xo e E designe une solution particuliere (i.e. u(x o) = bj, alors l’ensemble de toutes les 
solutions est : 

S = {y + Xo / y £ ker(u)} = xq + ker(u). 



3) Sous-espace engendre 



‘^Definition 14.6 (combinaisons lineaires) 

Soit E un K-e.v et soit x\,...,x n des vecteurs de E. On appelle combinaison lineaire de la famille 
(x;)i^(^rc> toutvecteur x deE pour lequel il existe des scalaires X\,...,X n tels que : 

n 

x= X X i x i- 

i'=l 

L’ensemble des combinaisons lineaires de la famille (xdiyjyn est note Vect[xi , . . . , x n \ . 

Deux vecteurs x et y de E sont dits colineaires lorsque l’un des deux est combinaison lineaire de 
l’autre, i.e. 3 X £ IK, x = Ay ou y = Ax. 
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- (|) - theoreme 14.6 (image d’une combinaison lineaire par une application lineaire) 

Soit E un K-e.v et soit (x ; ) ]<;,■<:„ une famille de vecteurs de E. Soit f e J£(E,F), alors Vimage par 
f d’une combinaison lineaire de la famille et une combinaison lineaire de la famille 

(f{Xi))]<:i<: n (dans F) a vec les memes coefficients. 



||)-theoreme 14.7 (sous-espace engendre) 

Soit (xi , . . . , x n ) une famille de vecteurs de E, V ensemble des combinaisons lineaires de cette famille : 
Vect[jci,...,jc„] est un s.e.v de E. C’est meme le plus petit (pour l’inclusion) s.e.v de E qui contient 
tous les vecteurs de cette famille. On l’appelle s.e.v engendre par (xi, . . . , x n ) . 



4) Somme de deux sous-espaces vectoriels 



' 3 \ Definition 14.7 (somme de deux s.e.v) 

Soient F et G deux s.e.v de E, on appelle somme de F et G 1’ ensemble note F + G et defini par : 

F + G = !xeE/3weF, veG,x= u+ v}. 



r , 




THEOREME 14.8 




La somme de deux s.e.v deE est un s.e.v deE. 




v 


J 




Definition 14.8 (somme directe) 



I Soient F et G deux s.e.v deE, on ditquela somme F + G est directe lorsque F n G = {Oe}. Si c’est le cas 
on note F © G au lieu de F + G. 



~<|> theoreme 14.9 (caracterisation des sommes directes) 

i Soient F et G deux s.e.v de E, les assertions suivantes sont equivalentes : 
a) F et G sont en somme directe. 

b) V z e F + G, 3 x e F, y e G, uniques, z= x + y (i.e. tout vecteur de F + G s’ecrit de maniere unique 
comme somme d’un vecteur de F et d’un vecteur de G). 

c) V x, £ F, y e G, si x + y = Oe alors x = y = Oe- 

d) L! application lineaire (|):FxG-E definie par c|)(x, y) = x + y est injective. 



* 3 ^D£finition 14.9 (s.e.v supplementaires) 

Soient F et G deux s.e.v deE , on dit que F et G sont supplementaires lorsque F © G = E . Ce qui signifie 
que E = F + G et la somme F + G est directe, ou encore : tout vecteur de E s’ecrit de maniere unique 
comme somme d’un vecteur de F et d’un vecteur de G. 
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f \ 

■^"THEOREME 14.10 (caracterisations des hyperplans) 

I Soit H un s.e.vde E, les assertions suivantes sont equivalentes : 

| a) H est un hyperplan de E (i.e. le noyau d’une forme lineaire sur E non nulle). 

1 b) 3 Xo e E \ H tei que H © Vectjxol = E. 

| c) V x 0 e E \H,H® Vect[xp] = E. 

IV) Projections, symetries 

1) Projecteurs 




Definition 14.10 



Soit E un IK-e. v' Line projection dans E (nil un projecteur de E) est un endomorphisme p de E tel que 
p 2 = p (i-e. pop = p). 







theoreme 14.11 (caracterisation des projections) 

pef£( E) estun projecteur ssi : E = ker(p) ©ker(p-idE). Si c’estlecas, on a Im (p) = kerCp-idg) eton 
dit que p est la projection sur Im(p) parallelement a ker(p) . Tout vecteur x de E se decompose de la 
maniere suivante : 

x = (x- p{x)) + p(x). 



On retiendra la figure suivante pour schematiser une projection p : 




■(^"Theoreme 14.12 (projection associee a une decomposition) 

| Si F et G sont deux s.e.vde E supplementaires (E = F © G ), alors il existe une unique projection p telle 
| que Im (p) = F etker(p) = G, i.e. qui soit la projection sur F parallelement a G. 
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2 ) Symetries 




Definition 14.11 



SoitE un IK-e.v, une symetrie de E est un endomorphisme s tel que s 2 = idg (involution lineaire). 




On retiendra la figure suivante pour schematiser une symetrie : 




r 






"^ theoreme 14.14 (symetrie associee a une decomposition) 

| Si F etG sont deux s.e.v de E supplementaires (E = F © G), alors il existe une unique symetrie s telle 
| que ker(s - ids) = F etker(.s' + id [; ) = G, i.e. qui soitla symetrie par rapport a F et parallelement a G. 
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